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CARACTERISTIQUE GENERALE DU TRAVAIL

Actualité du travail. L’adudité de I'éude des méthodes de recherches des
éoulements Patiaux intérieurs de gaz est condtionrée par un nombre de raisons.
Premiérement, dans les tuyéres axisymétriques, qui sont utili sées largement jusqu a présent
pou la résolution de beaucoup de problemes techniques et scientifiques, I’écouement peut
avoir un caradere spatial (mais nonaxisymétrique) Cela peut avoir lieu a cause de condtions
initi ales asymétriques a |’ entrée aune tuyere ou a caise de déformations asymétriques de la
paroi d' une tuyere. Deuxiémement, il est désirable parfois d avoir une tuyere a géométrie
complexe pou des raisons constructives, par exemple, la tuyere a section noncirculaire ou
cdle aun axe aurviligne. Les tuyeres sont un cas particulier de canaux et elles ont utili sées
dans les install ations techniques pou le réglage du flux fluide aune sortie. Les tuyeres a
sortie redangulaire ont un intérét certain, parce qu elles forment en liase une issue d une
fagon éconamique, sans vides. C'est pourqua il est nécessaire de crée les algorithmes et les
programmes efficaces d’'un pant de vue de la dépense de temps madine pou |’ étude
numeérique des écoulements gatiaux intérieurs de gaz.

Objedif du travail. L’objedif de lathése a & de aéer et de réaliser les agorithmes
efficaces sur la base des méthodes parfaitement implicites pour le cdcul des écoulements
gpatiaux irrotationnels de gaz dans les tuyéres et d'étudier a I’aide de ces agorithmes les
problémes appli qués.

Nouveauté scientifique. Une méhode parfaitement implicite modifieée (MPIM) de la
résolution dun systéme d’ éguations algébriques isaues de I’ approximation symétrique (sur le
porcif spatial de 19 pants) d’un pobléme aux limites pour une éuation dff érentiell e linéaire
aux dérivées partiell es de type €li ptique, cette nouvelle méthode est étudiée. Pour la premiere
fois laMPIM est appliquée al calcul des émulements gatiaux irrotationrels de gaz dans les
tuyeres. Ces émuements sont déaits par une équation du pdoentiel des vitesses de type mixte,
c'est pouqua le transfert des méthodes numériques étudiées pour les équations linédres
elli ptiques a une éuation du pdentiel n'est pas trivial. Les avantages principaux du nouw
algorithme sont une haute vitese de la nwergence & une exaditude accetable. Un autre
algorithme, qu représente une combinaison e la MPIM et de la méthode de fadorisation
approximative (MFA), est propcsé pou le calcul des écoulements mixtes comprenant de
grands domaines supersoniques. La posshilité de la onstruction des tuyeres a sortie
redangulaire proches de tuyéres axisymétriques du pant de vue des caadeéristiques de
tradion, cette posshilit é est mise en évidence al’ aide des algorithmes rédisés.

Valeur pratigue. Les éudes faites ont montré que les algorithmes éaborés peuvent étre
utili sés pour le cdcul des émuements 3D de gaz dans les tuyeres concrétes dans I’ éendue
as¥z large de vitesses.

Approbation dutravail. Les résultats principaux du travail sont rappatés ala VIll-
ieme eole-séminaire “Les problémes actuels de |’aéohydrodynamique” (Sébastopd’,
septembre, 1996, aux XXI-iemes lectures <ientifiques de la csmonautique (Moscou,
janvier, 1997, a la onférence internationale d étudiants et de doctorants en sciences
fondamentales “Lomonassov’ (Moscou, avril, 1997).

Structure @ volume du travail . La thése amprend une introduction, deux chapitres (le
premier chapitre contient deux paragraphes, le deuxiéme — trois), une cnclusion et ure liste
bibliographique de 78 titres. Le volume total de la thése, y compris 32 dessns, compte 117

pages.




CONTENU DU TRAVAIL

L’introduction contient un apercu des méthodes de I’ étude des émulements atiaux.
L’adualité de la aédion de nouweles méhodes vites et exades pour le cdcul des
eoulements 3D de gaz dans les tuyéres et les canaux est argumentée

L’étude des émulements gatiaux de gaz dans les tuyeres a un gand intérét
scientifique @ appliqué. Pour plusieurs cas on peut rece/oir un oncstic assez exad en
utili sant un modéle d’ émulement irrotationnel. Cet écoulement est décrit par une éjuation du
potentiel des vitesses, avec céa toutes les fonctions adodynamiques ont exprimeées par une
fonction du pdentiel. Les années dernieres un rombre d’ auteurs ont étudi€ les méthodes trés
efficaces de la résolution dune éuation du mtentiel qui ont é&é nommées les méthodes
relaxationrelles. Ce sont la méthode de relaxation supérieure successve (MRSS et les
versions diff érentes de la méthode de factorisation approximative (MFA). A présent quelques
versions de la MFA, qu se distinguent I’une de I'autre par la forme d opérateurs 1D, sort
connwes. Il y a prés de 20 ans les MRSS et MFA ont commencé a s appliquer par les
spédaistes érangers pou la résolution numérique des problémes extérieurs de
I’a&odynamique. Les premiers travaux aux applicaions des méthodes relaxationrelles pour
étudier les problémes intérieurs de I’ aédodynamique ont éé accomplis dans naotre pays par:
Chifrine E.Gu., Chodanov M.A.%; Ivanov M.Ya, Koretsky V.V.% Veretentsev V.A.,
Metchenova V.A., Rosliakov Gu.S.3. Outre les MFA pou la résolution dune éuation du
potentiel des vitesses, les méthodes parfaitement implicites ont fait ses preuves. Le premier
travail a été pubié par Stone*, qui appliquait une méthode créée par lui et nomméela méthode
parfaitement implicite (MPI) a la résolution dun systéme d' équations algébriques isaues de
I’ approximation symétrique d’'un probléme aux limites pou une équation dfférentiele
linéare aux dérivées partiell es de type dli ptique a deux variables indépendantes sur le poncif
(template) de 5 pdnts. Cette méthode a € dendwe par Schreider, Zedan® au schéma de 9
points et nomméela méthode parfaitement implicite modifiee (MPIM). Pour le cmpte de la
modificaion onaréuss a aigmenter la vitese de la mnvergence 2-3 fois. Metchenova V .A.
et Rosliakov Gu.S.° ont éendula MPIM & une éuation compléte du pdentiel des vitesses de
type mixte pour étudier les émulements 2D de gaz dans les tuyeres. La MPIM a éé éendue
auss au cas Patial’. Dans cette pulication les auteurs fournissent ses formules de cacul pour
le porcif de 7 padnts et les résultats des calculs faits a @& schéma pour une éuation 3D
stationraire de la cwnductibilit é de la daleur. La méthocde la plus générale parmi cette dasse
de méhodes est cdle parfaitement implicite modifiée de la résolution dun systéme
d équations algébriques isaues de I approximation symétrique d’ un probléme aux limites pour
une @uation dfférentielle linédre aux dérivées partielles de type dliptique atrois variables
indépendantes sur le poncif spatial de 19 pants. Sur la base de cdte méhode Il est aisé de

! Chifrine E.Gu., Choulanov M.A. Résolution cu probléme diredt pour une tuyére plane de Laval par une
méthode numérique relaxationnell e au schéma Murman-Cole. //Mémoires du TSAGuUl. — 1981 —vol.12, Ne3. En
ruse.

2 lvanov M.Ya., Koretsky V.V. Calcul des éooulements dans les tuyéres 2D et 3D par la méthode de factorisation
approximative. //Revue des mathématiques appli quées et de la physique mathématique. — 1985. —vol.25, Ne9. En
ruse.

% Veretentsev V.A., Metchenova V.A., Rodliakov Gu.S. Etude numérique des émulements de gaz dans les
canaux et les tuyéres sur la base des équations du pdentiel. //[Ecoulements non stationnaires de gaz aondes de
choc. — Leningrad: Editions du LPhTI, 1990. Enrus=.

“ Stone H.L. Iterative Solution of Implicit Approximation of Multidimensional Partial Differential Equations.
//Siam Journal of Numericad Analysis. —1968. — V.5, Sept. En anglais.

® Schreider G., Zedan M. A Modified Strongly Implicit Procedure for the Numerica Solution of Field Problems.
//Numericd Hed Transfer. —1981 —V 4, Jan. En andais.

® Veretentsev V.A., Metchenova V.A., Rodliakov Gu.S. Le travail mentionné.

" Schneider G., Zedan M. Méthode parfaitement implicite modifiée du cacul des champs 3D de température.
l[Technique aéospatiale. —1983. —vol.1, Nel1. En russe.
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déduire les formules de calcul pour le schémade 7 pants (en cas 3D) et pour le schémade 9
points (en cas 2D). Cependant jusqu' a présent la description cetaill éede la MPIM contenant
les formules de calcul pour I’ approximation de 19 pants n’a pas été puliée.

Le premier chapitre est consaaé aix methodes parfaitement impli cites de la résolution
d équations différentiell es aux dérivées partiell es de type dli ptique. Le premier paragraphe de
ce dapitre mntient la description détaill ée de la méthode parfaitement implicite modifiée a
I" approximation ce 19 pants.

L’ approximation symétrique de |’ équation elli ptique

0 11 0¢ 12 a¢ 13 a¢
&% (v D +B (k.G B (x,y,z)E%
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0 13 0¢ 23 ad’ 33 6¢
+E% (x,y,z)&+B (x,y,z)a—y+B (x,y,z)EE:Q(x,y,z).

sur le porcif de 19 pants reduit alarésolution dusysteme d’ équations linéaires al gébriques:
Atﬁ,k(pi,j—l,k—l + At??/,kd’i-llj,k—l + Al,)j,k¢i,j,k—1 + At,)?,k¢i+l,j,k—l + Al,)rj],k¢i,j+l,k—l + A?Ijv,k¢i—l,j—l,k +
+ As,j,k(pi,j—l,k + As,?,k¢i+l,j—l,k + A\fvj,k¢i—1,j,k + A',)j,k¢i,j,k + Ae,j,k¢i+1,j,k + Ar?\fl,k¢i—l,j+1,k +

+ Arjj,k¢i,j+1,k + Ar,]?,k¢i+l,j+1,k + AT?,k¢i,j—l,k+l + AT\;\I,k¢i—1,j,k+1 + AT],k¢i,j,k+l + AT?,k¢i+1,j,k+l +
+ AT?,k¢i,j+l,k+l = Qi,j,k’

ou

D

Ao A A A AT AT A AT A 0 AT AT Al Al AT

Af?k ’ Af\;vk ! Afj,k ! Aka ! Afr;k ’Qi,j,k
sont connus, ¢ sont inconnws. En forme matricielle on peut éaire ce systeme mmme ¢a
A@=q. Leséquations de cesysteme sont disposées par ordre de |’ accroissement des valeurs
i,j,k demaniéreque k variede0a K, j variede0a J, i variedeOal , et avec céalei
—cycle est misdansle j —cycle, cdui-ci est mis dans le k — cycle. La forme de la matrice
A est montrée sur fig.1. La matrice A peut étre représentée omme le produt de deux
matrices triangulaires: celle inférieure L' et cdle supérieure U' (A=L'U"). Chawne de s
matrices est une (I +1)(J +D(K +D x (I +1)(J +D(K +1) -matrice carrée En cas général
chaaunede L' et U' a (I +1)(J +2) +1 diagonales non nules. Les @éments nonnulsde L'

sont disposés entre la A™-diagonale @ la AP-diagonale, les ééments non nus de U' sont
dispasés entre la AP-diagonale @ la A™-diagonale (fig.1). Le développement dired de la
matrice A sans tenir compte de sa structure raréfiée @ produt des matrices triangulaires,
inférieure & supérieure, n'est pas efficace du pant de vue de la dépense de temps madhine.
Construisons aur la base de lamatrice A une matrice modifiée A' proche de lamatrice A en
sens certain. Ensuite goutons le vedeur colonne A'gp aux deux parties du systeme (1) et nous
recesons |’équation A'p=A'@p-(Ap-Qq), qui sera une base pou organiser un procesaus
itératif. La matrice modifiée A daot ére mise sous la forme du podut des matrices
triangulaires, inférieure L et supérieure U , bien raréfiées. Pour cda demandans que chaaune
des matrices L et U n'ait que 10 dagonales non nules et que tous leurs éléments non nus
soient disposes sur les mémes places que les ééments non nus de la matrice A. La structure
desmatrices L u U est montréesur fig.2, a & b. Avec cda demandors que les éléments non
nuls de la matrice A soient égaux aux éléments non nus de la matrice A" disposés sur les
mémes places que caix-la. Nous avons de ces condtions les équations slivantes pou
déterminer les ééments des matrices L u U :



&k :At??,k’
bl,j,k 3 k0 j-1ka = At,)\?l,k’
Ciik T8k Ptk BNy = At,)j,k’
di,j,k Tkl k- TGk = Ai??,k’
€ ik +b|,j,kri—l,j,k—l TG kPijka +di,i,koi+l,j,k—1 = At,)?,k’
fiik At o B kS = Al
O ¥ kU ok ¥ C xS i T FijkMosjoe = Ao
ik 3V ke TS 05k o = Ao
Lk 00 Uiy Gt + F i Pk + 910 ok = Ao
M T30 W ks T Vs ke T8 Uk T tin s T8 kS ok T
+ ik ¥ Ok Pijcak T O o M = Al
MMk GV ke T O Ui e + G5k ok Tk P o = Ao
M k0 0 Wit ker ¥ &t i Tk P = Ao
M5 Pk Gt T €U jonker il = Ak
M ke F W e F €5V e = Ao
M xSk T FiiVic e 9wk Tt ok = Aka’
M T W Uiy = A,f\;v,k’
MUk T G ok Tl Vi = A,fj,k’
M Viik +h,j,kvvi+l,j—l,k = Aka’
m Wk = Aﬁ;k
On peut déduire (deduce mais pas deduct) des équations (2) les formules explicites
réaurrentes pour déterminer les valeurs a;,, b, C s A € Fiie G Njo

(2)

li,j,k’ M M O Pijuer Tk Sk ti,j,k, Uik Vijkr Wik parce qu au moment du
cadcul des @éments des matrices L,U ayant lesindices i, j,k les éléments de la matrice U
ayant lesindices i, j -1, k-1; i-1j,k-1;i,j,k-1; i+ j,k-21;i,j+Lk-1;i-1j-1k;
i,j-Lk; i+ j-Lk; i-1j,k sont d§a connws. La matrice modifiée A'=LU, dort la
structure est montrée sur fig.3, oure 19 dagorales non nudles de la matrice A a 24
diagonaes non nules en plus qui sont marquées comme nﬁlkrr,zj‘k Les formules pour les
éléments complémentaires de lamatrice A' sont:

_ 2 _ 3 _
nﬁj,k_ai,j,kni,j—l,k—l’ n-i,j,k_di,j,kni+l,j,k—l’ TG ik =8, k0 j k10

4 _ —

T[i,j,k _bl,j,k pi—l,j,k—l +Ci,j,k0i,j,k—1’ T[ig,)j,k _Cl,j,kri,j,k—l +di,j,k pi+l,j,k—l +Q,j,kni,j+l,k—l’
6 — 7 —_ —_ 9 —

n-i,j,k _di,j,kri+l,j,k—l’ 7Ti,j,k _Q,j,koi,jﬂ,k—l’ r[ig,j,k _Q,j,k pi,j+l,k—1’ 7Ti,j,k _q,j,kri,jﬂ,k—l’ (3)
0o 1 2

n;l,j,k _ai,j,ks,j—l,k—l’ r[il,j,k - h,j,kni+1,j—1,k’ r[il,j,k _bl,j,kti—l,j,k—l + fi,j,koi—l,j—l,k’

3 _ 4  _ 5 _
nﬁj,k _di,j,kvi+1,j,k—1 +h,j,kri+l,j—l,k’ T[il,j,k _li,j,koi—l,j,k’ T[il,j,k _Q,j,kvvi,]#l,k—l’



6 _ 7 _ 8 _ 9 _
nij,k - fi,j,ks—l,j—l,k’ nl k — gi,j,ks,j—l,k’ nl - hi,j,k§+l,j—l,k’ nl - Ijk i-1,j-1k?

i, ihj.k

20 _ 21
T[i,j,k - fi,j,kui—l,j—l,k + gi,j,kti,j—l,k +|i,j,k§—1,j,k’ T[ gl i kV| j-1k hi,j,kui+l,j—l,k’ (3)

r[iz,jz,k = hi,j,kVi+1,j—1,k’ 7Ti2,?,k :|i,j,kti—1,j,k’ r[iz,?,k :|i,j,kvvi—l,j,k'
Il est évident que ces ééments complémentaires ne sont pas sSmultanément nuls, ¢ est
pourqua lamatrice A' ne peut pas étre identique alamatrice A.

Lamatrice A" construite de cete fagon se développe aisément en produt des matrices
triangulaires, inférieure @ supérieure, bien raréfiées, dort les ééments peuvent étre cdculés
des formules récurrentes. C’est pourqud la méthock itérative de la résolution dusystéme (1),
laquelleal’air commeca: A'0™' = BR", seraefficace du pant de vue de la dépense de temps
machine pour uneitération (5™ = @™ —@" est un vecteur de ladifférence, R" =g - A@" et
un vedeur de I’erreur (discrepancy), B est un parametre itératif). Cependant ce procesaus

itératif peut ne pas étre efficace du pant de vue de la vitese de la mnwergence C'est
pourqua construisons aur labase de lamatrice A une famille de matrices { A} (mais pas une

matrice modifiée A') de maniére qu une représentante concréte de cdte famille dépende de
catains paramétres. En variant ces paramétres (c'est-a-dire en choisissant les matrices
différentes de la famille {A}), on pourait influer sur la vitese de la convergence du

procesausitératif A'0™" = BR".

Considérons la famille de matrices { A} construites sur la base de la matrice A du
systeme (1) d'une fagon suivante. Ajoutons a la partie droite de daque é&uation (2) la
combinaison linéare des valeurs 7 ..., 7T J .- Compte tenu e (3) nous avons aors les
formules siivantes (nous n’ éaivons que lapremiéere d laderniere):

24
bs v — Abs bs bs bs
+ ZAV r[i,j,k - A,j,k +Al ai,j,kni,j—l,k—l +A2 di,j,kni+l,j,k—l +A3 bi,j,koi—l,j,k—l +

+Abs( ok Pict k-1 TGOk 4) +Abs(cl URT +di,j,k Pivtjka €M k- a)t
+Agsdi,j,kri+l,j,k—l +)\$Se|,j,koi,j+1,k—l +)\gse|,j,k Pij+1k-1 +)\gse|,j,kri,j+l,k -1 +Aboa1 ikSijaka T
+A|13ihi,j,k ni+1,j—l,k +AE§ (b|,j,kti—1,j ka T fi j,koi—l,j—l,k) +Abs (di,j,kvi+1,j,k—1 + hi,j,kri+1,j—1xk) + (41)
+/\'i)3|i i kOi-1j K +)‘t13§e| i kWi a1kt )\'fZ f| ikSjak T )‘E7g| kS -1k )‘Ezhi,j,ksul,j—l,k +
+A11); f. i, Kl i-1,j-1k +Abo(f. jkUic -1k gi,j,kti,j—l,k +|i,j,k3—1,j,k) +

21(gi,,—,kVi,j_1,k + h,j,kui+1,j—1,k) +A232hi,j,kvi+l,j—l,k +A353|i,j,kti—l,j,k +Ag§lli,j,kvvi—l,j,k’

24
m; Wik = Aﬁ;k + Z)\J”T[iv’j’k = Aﬂ; +)‘fna1 PUNEPE] +Afnd| ik Mgy T
+Ag h kO, k-  +AS (b ik Ptk TG kO ) *
+AL (Ciikliika Y P jker T €M joaken) +Aéndi,j,kri+1,j,k—1 +A;ne|,j,koi,j+l,k—l +
+Afne| ik Pijik-1 +Afne| PUBTE +A1fnai kS j-1k-1 +A1f2hi PUETET (4,)
+Afn( 1,k —1Jk1+ fleO| -1,j 1k)+A (d|]kv|+1]k 1+h|]k i+l lk)+Am||JkO| -1,j.k +
+Ae €i kWi j+1k- At ARt kS, -1k +A1f7g.1k§ j-Lk +)‘1fghijk5.+1j—1k +A1fgf|1k i-1j-1k T

fn
+A (fljkul -1,j-1k +gljk i,j-1k |]k§ 1]k)+A (g|JkV| j—Lk +h|]ku|+1J 1k)+

fn fn fn
+)\22hi,j,kvi+l,j—l,k +)\23 i,j,kti—l,j,k +)\24|i,j,kvvi—1,j,k'



Les coefficients A®,...A%,...A",...,Al varient au passage d'un noaud de la grill e & un autre,
mais restreignons-nous au cas ou ils ne dépendraient pas du numéro dun roaud (i, j,Kk).
Chaque @juation (4) est linéaire par rapport aux inconnus
a8 C 008 fiio G ol Cest porqua on peut déduire (deduce mais
pas deduct) des équations (4,) — (4,) les expressons analytiques explicites pour déterminer
ces valeurs. Ensuite en uilisant les @ ;.0 ;G 10 18 14r Fi i G i N joli i 0€j@ connus
danS |eS (410)_(419)’ CdCUlOﬂS |eS Ifni,j,k’ni,j,k’oi,j,k! pi,j,k’ri,j,k’S,j,k’ti,j,k’ui,j,k’vi,j,k’vvi,j,k'
Ains chaque matrice de { A} se développe asément en produt des matrices triangulaires,
inférieure L et supérieure U , bien raréfiées, dort la structure est montrée sur fig.2, a @ b.
Une représentante concrete de la famille de matrices { A} est déterminée par une vedeur
concret de 456 ééments (/\‘1’3,...,}\21,...,)\{”,...,)\;[‘1) (ici 456=19x24). L’ étendue des valeurs
admissbles A®,... A%,...A",...,A% est pratiquement limitée & dépend d un probléme cncret.
La recherche de la combinaison ofimale de 456 paramétres, qu fournit la vitese la
plus haute de la mnvergence est un pobleme extraordinairement complexe. Outre cda, en

cas général cete recherche doit avoir lieu pou chague itération. Pour smplifier le probléme
construisons la sous-famill e de la famille de matrices { A}, dort les éléments dépendent d’un

paraméetre a et sont proches de lamatrice A en sens certain.

Le poncif déterminé par la matrice modifiée A" est montré sur fig.4. Les noauds
correspordants a I’ équation de départ aux différences finies sont marqués comme les ronds,
les noauds entrainés par les ééments complémentaires non nds de lamatrice A' sont marqués
comme les croix. Utilisons le procédé de ['dimination pertielle des membres
complémentaires pou diminuer I'influence de ces nouveaux noauds. Pour cda exprimons la
valeur de la fonction ¢ dans le noaud correspordant a un élément complémentaire de la

matrice A" par les valeurs de ¢ dans les noauds du portif de 7 points a I'aide du

développement en série de Taylor. Nous utili sons le porcif de 7 pants pour que les formules
pou le schéma de 19 points contiennent cdles pou le schéma de 7 pdnts comme un cas
particulier. En négligeant les membres des deuxieme d plus hauts ordres, nous avons:

[} :¢i+1,j—1,k—l = _2¢i,j,k +¢i+1,j,k +¢i,j—1,k +¢i,j,k—l =Dy,

¢, :¢i+2,j,k—1 = _2¢i,j,k +2¢i+1,j,k +¢i,j,k—1 =D,,

[ :¢i—2,j+1,k—1 = _3¢i,j,k +2¢i—1,j,k +¢i,j+l,k +¢i,j,k—1 =D,,

9, :¢i—l,j+l,k—1 = _2¢i,j,k +¢i—1,j,k +¢i,j+l,k +¢i,j,k—1 =D,,

(8 :¢i+1,j+l,k—1 = _2¢i,j,k +¢i+1,j,k +¢i,j+1,k +¢i,j,k—1 =D,,

[ :¢i+2,j+1,k—l = _3¢i,j,k +2¢i+1,j,k +¢i,j+1,k +¢i,j,k—1 = D,

G7 =0 1jou1 = 30 tPiaju 20 T ju = D,

[ :¢i,j+2,k-1 = _2¢i,j,k +2¢i,j+1,k +¢i,j,k—1 = Dg,

[ :¢i+1,j+2,k—l = _3¢i,j,k +¢i+1,j,k +2¢i,j+1,k +¢i,j,k—1 =Dy,

$10 :¢i,j—2,k = _¢i,j,k +2¢i,j—1,k =Dy 91 :¢i+2,j—1,k = _2¢i,j,k +2¢i+1,j,k +¢i,j—l,k =Dy,
¢, :¢i—2,j,k = _¢i,j,k +2¢i—1,j,k =Dy, @45 :¢i+2,j,k = _¢i,j,k +2¢i+1,j,k =Dy,

[ :¢i—2,j+l,k = _2¢i,j,k +2¢i—1,j,k +¢i,j+1,k =Dy ¢35 :¢i,j+2,k = _¢i,j,k +2¢i,j+1,k =Dy,
G16 =i 2uer = 730 i tPigju 20 i H i s = Dis

¢, = ¢i,j—2,k+1 = _2¢i,j,k + 2¢i,j—l,k +¢i,j,k+1 =Dy,

$16 =Driuj2uer = 730 i FPirju + 205 i i un = Diss



P10 =P 2jricir = 30 1k T 2011 t Dk TP ke = Daos
Do =ik =20k ik TPk TPk = Do
D21 =Pisjasens = =20 i T Piarjnc T 0ok TP = Do
D2 =0 iz joaier = 30 1 T 20k TPk TPk = Doy
¢23_¢|2Jk+1 2¢|]k+2¢—1]k+¢|1k+1_D23’
P24 :¢i—l,j+l,k+1 = _2¢i,j,k +¢i—1,j,k +¢i,j+1,k +¢i,j,k+l =Dy,
Considérons la modification suivante du schéma (1):
At??,k(pi,i—l,k-l + At?\?/,kd’i—llj,k—l + Al,)j,k(pi,j,k—l + Al,)(ja,k¢i+1,j,k—1 + Al,)rj],k¢i,j+l,k—1 + A?Ijv,k¢i—1,j—1,k +
A Dk T ATk T APk TAN KDk T A Pk T AT KDk T
APk A KDk T A,f?,k¢i,j—l,k+l + A],(\?I,k¢i—l,j,k+l + A],(j,k¢i,j,k+1 + AT?,k¢i+1,j,k+l +

24
fi A _
¥ A’?’k¢i’j+1’k+1 * Z TG ik (¢A _aDA) = Qi,j,k,
=1

ou a est un paramétre. Dans cedte é@uation aux différences finies les membres D,
(A =1,...24) dépendent des valeurs de la fonction ¢ dans les ncauds du portif de 7 points.

C'est pouquad avant de mnstruire le LU -développement de la matrice modifiée A', il est
nécessaire de regrouper diment les membres. Apres tel regroupement les équations prennent
laforme:

b bw AP b b
A,?,k¢i,j—l,k—l + A,j,k‘pi—l,j,k—l + Ajvj~k¢i,j,k—l + ,?,k¢i+l,j,k—1 + ,?,k¢i,j+l,k—1 + A?I;I,k(pi—l,j—l,k +
—S —W P —e
+ Aixj:k¢i,j—l,k + As,ej,kd’iﬂ,j—l,k + Ai’i:k¢i—l,j,k + ij’k¢i,j,k + Aj:jy"¢i+1,j,k + Ar,“?l,kd’i—l,jﬂ,k +
N f fw Af f
+ Ai:j:kqbi j+Lk + n? ¢i+1 j+Lk + A S’,k¢i,j—l,k+1 + A,j,k¢i—1,j,k+1 + Ai’j’k¢i,j,k+l + A,?,k¢i+1,j,k+1 +
+A ¢IJ+1k+l ;T[AJk¢A_ 1,j.k?
ou les coefficients atrait sont:
9
AP ab A
Ak = A,j,k _a;ni,j,k’
_ 22

Ai’j’k:AS,j,k _agﬁhk"'Zni?,k"'nfl +22n1k+ n-llk

A=16 A=19

d
U
Ajk_a%;ZT[/\ +7T|A]+::-<)+2 7T/\ jk%

A=12,14

Al = = Al ta Z(ZIT kT2 +37TA+2) z 375 + 2T 37Ti/}j+,i)+
A=17,16

=1,4

v Slramienti)e 3 o samon ]

13 =19,22

e _ A A+1
k—A?j,k_aEZ(ni,jk"'znuk)"'z 7T ;nljk%
Iz
4 5 24
A,k_a§ Jk+2;njk+nij,k+2n;1,j,k+n-i,j,k
O
_ Af A
k—A,j,k_aAZ"i,j,k-
=T6
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Maintenant on peut écrire lamodification des équations (2):
A]k’
— Abw
bl,j,k & ;0 jaka = A,j,k’
—b b 9
Cik T, kb jaka +b|,j,kni—l,j,k—l =Ajk = A,j,k _azlnfj,k’
di,j,k & ik TGk A jk?
Q,j,k +b|,j,kri—l,j,k 1+C| j.k pl j.k-1 +d| i k0|+lj k-1 A j.k?
fi,j,k +ai,j,kti,j—l,k -1 +b b kS k-1 A,j,k’
—AS  _As  _
Oiik T xUijoaka 16 kS jka t fi,j,kni—l,j—l,k =Ajk = A,j,k
18 22
0 1 A A
_GBTil,i,k + 2755 T +ZZ7Ti,i,k +AZ TG B
O A=T6 =To O
—_ se
hi,j,k T (Vi -1k +di,j,k3+1,j,k—1 0Nk = A,j,k’

—w
— A AW
Ii j.k +b| B ku—lj k-1 +Ci,j,kti,j,k—l + fi,j,k pi—l,j—l,k + gi,j,koi,j—l,k - A"]'k - A,j,k

—a%;2n1k+7ﬂﬁ()+2 s Zn E
m j.k a| B kVVI j-1k-1 +b|,j,kvi—1,j,k—1 +Ci,j,kui,j,k—1 +di,j,kti+l,j,k—1 +Q,j,k§,j+l,k—l +
e
= A ., = AP
+ fi,j,kri—l,j—l,k 0k Pi -1k +h,j,k0i+1,j—1,k +|i,j,kni—l,j,k =Aijk = A,j,k +
A A+1 A+2 A+l A+2
+GEZ (27Ti,i,k 200§+ 3 k) Z(?’”fj,k + 270 7 "'37Ti,j,k)+
=14 A=7,16

A+l A+2 A A+1 A+2
+ Z( W H2M 0+ 7Ti,i,k)+ Z(3m,j,k+2”.,k+2”.,k)é
PE 2

13 =19,22

—e
— A, — A  _
mjknljk+cljk ]k1+d|Jku|+1Jk1+g|]k|]—1k+hi kp|+1]—1k_A"J’k_A,j,k

+1
_GE\Z#JK-FZEAJK)*-Z 7TIJk Z\le E
—_ nw
m ;0 i« +b|,j,kvvi—1,j,k—1 +Q,j,kti,j+1,k—1 +|i,j,k Pk = A,j,k’
_ AN — AN
m,j,k pi,j,k +C|,j,kvvi,j,k—1 +e|,j,kui,j+1,k—l +|i,j,kri—l,j,k - Ai,j,k = A,j,k -
6 9
4 5 24
‘akni{j,k +2;”fi,k Ty 2T T
=, = D
mjkrljk+d|]kvvl+ljkl+Q]kV|]+lk1 Ajk’
mMkSk ™t fi,j,kvi—l,j—l,k 0 kUi jax T hi,j,kti+l,j—l,k A ik
_ Afw 5
m,j,kti,j,k + f| TALERED, +|i,j,kui—l,j,k = A,j,k’ (5)
Af f 2
MUk 905 6Wi -k +|i,j,kvi—1,j,k =Aijk = A,j,k _GZ TG s
=T6
ok Vi gk i, ik Vi, -1k ik
m. Vv . +th  w =A"

— fn
rn,j,kvvi,j,k _A,j,k
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Les équations (5) ont la forme (4), ¢’ est-a-dire chaaune est linéare par rappat aux inconnus
ai,j,k’h,j,k’C’l,j,k’di,j,k’Q,j,k’fi,j,k!gi,j,k’h,j,k’li,j,k' C'est pourqua compte tenu ce (3) on peut
déduire (deduce mais pas deduct) des neuf premieres équations (5) les formules explicites
pou déterminer cesvaleurs:

A,k’ A]k & kO k10
'Jk_{Alk Jkplj—lkl bl]knl—l]kl a[a1jklj—lk1+
+ b (S (0‘—11' k-1t P, k—l) (A &kl j1k- l)(ni+l,j,k—l TPt ri+l,j,k—1)+
(A | ik Fie1j k-1 (A & ki -1k 1)0i+1,j,k—1)(ni,j+l,k—1 0 kT

TP ekt ri,j+l,k—1) }/{1+a O i1 Thijua ™ ni,j,k—l(ni+l,j,k—l T Pjka ¥
+ ri+lj k—l)_ (pi jk-1 ni,j,k—10i+l,j,k—l)(ni,j+l,k—1 + 0 k1 + P sk + ri,j+l,k—1)]}’
A & i klijak-1 7 G k-1
A jk |—l]k -1 |,j,k pi,j,k—l_di,j,koi+l,j,k—l’
A]k ]kl]—lkl |1k§—1,k1’
gi,j,k —{A ik & kU k-1 T 6 kS ke fljkn—lj—lk a[a”k( Mkt
+2§,j—1,k—1) (A ik & kVijk1 T i,j,k$+l,j,k—1)(ni+l,j—l,k + 2§+1,j—1,k +
T Uik +Vi+l,j—l,k)+ fi,j,k (23—1,1—1,k +ti—l,j—l,k +ui—l,j—l,k)+
(A ik | jkUicgj k-1 Cl,j,kti,j,k—l - fi,j,k pi—l,j—l,k -
_a(bl ik (20i—1,j,k—1 TPajkat 2ti—1,j,k—l)+ G kO k1 € kO sk T
+ f. i, k( 20, i1k TSk +2ti—1,j—1,k TUig )))S—l,j,k/(1+a(20i—1,j,k TSkt
+2ti—l,j,k +Wi—l,j,k))]}/{1+a[2§,j—1,k +ti,j—1,k Vi joak
_(Oi,j—l,k +ati,j—l,k )S—l,j,k/(l-l_a(zoi—l,j,k +§—1,j,k +2ti—l,j,k +Wi—1,j,k ))_

-n, j—lk(ni+1j—1k + 23+1,j—1,k Ui +Vi+1,j—1,k) }’ (6)
hi A]k & ik Vijakr T i,j,k§+1,j,k—1_gi,j,kni,j—l,k’
| ik {A ik M, ]kul -1,j k-1 Cl,j,kti,j,k—l - fi,j,k Pisjak = 9ijk0i 1k ~

_a[bl,j,k (Zoi—l,j,k—l + pi—l,j,k—l + 2ti—1,j,k—l)+ Ci,j,koi,j,k—l + ei,j,koi,j+1,k—1 +
+ fi,j,k (Zoi—l,j—l,k + SI—l,j—l,k + 2ti—l,j—l,k +ui—1,j—1,k)+
+ gi,j,kti,j—l,k]}/{1+a[20i—l,j,k +S—1,j,k +2ti—1,j,k +\Ni—1,j,k]}'
Quandles & ;0 ;4G 4048 ks Fijwr i N juoli i SONE caculés, on cacule les éléments

complémentaires a |’aide des formules (3). Ensuite on uilise ces valeurs pou déterminer
MM o0 Prjio T St o Yo Vi Wi« - Les formules explicites pour caculer

cesvaeurs ont:
A gk j kWi j-Lk-1 b s kV'—lj k-1 G j,kui,j,k—l _di,j,kti+1,j,k—1 -

_Q,j,ks,jﬂ,k—l_ fl j.K |—1]—1k gl i kpl ]—lk i, ]k0i+1,j—1,k II i, kn—lj k +

+a@Z(2nB +2mfl +3mfE) + Z(Pmﬁ 2P +3mP) + @

B B+1 +2 +1 +
(7T.,k+2n.,k 1 RN (7 ) i +2nﬁk)u
B= B=15,22 O
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—_ e
k _{A,j,k —Gi\Viika _di,j,kui+l,j,k—1 L ATUNED _hi,j,k Pigjak ~

i,
U

—aq (7T,Bjk+2nf?]+i)+2 Zﬂﬂ + Zﬂﬁ %/ m i
@_

{A ik | AL ERT Q,j,kti,jﬂ,k—l ik pi—l,j,k}/m,j,k )

pi,j,k :{A,j,k _Ci,j,kvvi,j,k—l _e1,j,kui,j+1,k—1 _Ii,j,kri—l,j,k -

& 2 4 5 24 [E
_a§!7ﬂéj,k+2;7Til,;j,k+n-il,j,k+2n?l,j,k+7-[i,j,k m,;,k,

— ne
_{A,j,k _di,j,kvvi+l,j,k—l _Q,j,kvi,m,k—l}/m,j,k )
— fs
{ ,j,k - fi,j,kvi—l,j—l,k - gi,j,kui,j—l,k _h,j,ktiﬂ,j—l,k}/m,j,k’
{A ik fi,j,kvvi—l,j—l,k _li,j,kui—l,j,k}/m,j,k )

24 B
kK — 5A,fj,k —0i kWi _li,j,kvi—l,j,k _ag r[i[,gj,k E}/m,j,k '
=6
:{Aka - hi,j,kvvi+1,j—1,k}/m,j,k '

Wik :AT?,k/m,j,k' (7)

Aprées avoir appliqué les formules (6), (3), (7) a tous les noauds de la grille, nows
déterminonrs tous les é éments des matrices triangulaires, inférieure L et supérieure U , dort
le produt est lamatrice modifiée A'.

Le deuxieme paragraphe du pgremier chapitre contient la description de la procédure de
cdcul en cas du schéma de 7 pants qui est plus smple que céui de 19 pants. Les formules
de cdcul pou le schéma de 7 pants ot un cas particulier de cdles pour le schéma de 19
points et résultent de cdles-ci aprés |’ annuation de membres certains. En cas du schéma de 7
points

bs _ abw _ Abe _ abn  _ _ _
ATk =A = ATk = ATk = AS’lvk = AsTk =
_ _ _Afs _ Afw _ afe _ afn _
= Anjvk = AnTk = ATK =A = ATk = ATk =0,
dou
&« :bi,j,k = fi,j,k =ik = Vijk =W =0

nﬁj,k =7Tf;,k :T[ib:j,k :ni?j,k :n-il,(jJ,k :n-il,?,k =
ST TR TR ST, STy, =T, =0,

Lamatrice A" construite de cdte fagon se développe aisement en produt des matrices
triangulaires, inférieure et supérieure, bien raréfiées. C'est pourqua laméthode itérative de la
résolution du systéme déquations linédres algébriques, laquelle a I'ar comme ca
Ad™ = BR", sera dficace du pant de vue de la dépense de temps machine pou une
itération (6™ =" - @" est un vedeur de la différence, R" =q- A" est un vedeur de
I’erreur (discrepancy), B est un paramétre itératif). Il importe de trouver une combinaison
des parametres a et 3 telle que ceproceswus itératif soit efficacedu pant de vue de la
vitese de la mnvergence aiss. L’ éendue des valeurs admissbles a et B est pratiquement

limitée ¢ dépend dun probléme @ncret.

Le deuxiéme dhapitre de la thése est consaaé a I’ étude numérique des ecoulements
spatiaux de gaz dans les tuyéres a géométrie diverse. On considéere le modéle de I’ émoulement
gpatial stationraire irrotationnel de gaz idéd parfait. Cet émulement est déait par une
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équation du poentiel des vitesss, avec cela toutes les fonctions aérodynamiques sont
exprimeées par une fonction du paoentiel ¢ . Le probleme est posé mathématiquement parlant
dans le premier paragraphe du deuxieme dapitre. L’ équation du pdentiel des vitesses dans le
systeme des coordomées cylindriques x,r,& est suivante:

0 0¢ 10¢ _
0X ax%argo ar%&s@orasg

Rappartons les dimensions de longueur a une longueur caradéristique cetaine I, , lavitese d

ladensité aleursvaleursa ol a. et p., lapressona p.a’, nous avons aorsdel’intégrale de
Bernouli et de la @wndtion e mnservation dentropie la dépendance pou la densité du

potentiel:
1
+1 y_l 2 2 1 2 -1
= - = +0°+—
P %;2 > E{PX 9, rﬂu% :

et la dépendance pour la presson ¢k ladensité (et du pdentiel, par conséquent):
y
p= L
y
Ou y est unexposant adiabatique.
Aux frontieres du damaine physique de I’écoulement il faut poser les condtions
complémentaires de la bonre fagon. Posons que le vedeur vitese al’entrée aune tuyere est

orthogonal & la section initiale x =a. En conséquence de cda la valeur ¢ a |'entrée est
constante, soit: ¢ =0. A la surface de la tuyere r = f(x,&) posons la @ndtion

d'imperméebilité ¢, = f. @, +%¢£. Aux pans de symétrie e =0 et e =¢ posons la
condtion ce symétrie: ¢, =0.

A |"aide du remplacement des variables indépendantes & =& (x),n = f( 5’ ,0=0(¢)

pasons du danaine physique de I’ émulement (a géométrie mmplexe) au domaine de cdcul
(qui est un peralléépipede rectangulaire borné par les plans & =&(a), £ =&(b), n =0,
n=1,6=06(0), 6=06(c"), ol x=b est une mordonréede lasedion ce sortie de la tuyére).
Utilisons une grille de cdcul uniforme (telle que ses cdlules ient des parall é épipédes
redangulaires de dimension égale). Utili sons un remplacenent des coordonrees tel qu une
grille de calcul ait de la mndensation dans les coordonrées physiques dans les domaines du
fort changement des parametres ag¢odynamiques. L’ équation du pdentiel des vitesses dans
les nouelles variables &,n,0 auneforme suivante:

R EaLs BP_H+ BP—B_ ®)

000 O onno O 060 0
Ou

nfy - nf, L1
£ V—‘¢55><T+¢n 2 "'f_ 46, fs’
f ©)

: 1 _&.6,
W:_¢06£?+¢99£2r’—f, D—T

L’ expresson pou ladensité dans les nouwelles variables &,n,0 est suivante
1

_Hr+1_y-l ¢
p_% _ %’"’f +Vg, +w % , (10)
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our=nf.

Les condtions aux frontiéres dans les variables &,n,0 sont suivantes:
a) al’entrée(& =&(a)): ¢ =0, (11)
b) alasurface delatuyére (n =1): V =0, (11,)
c)aux plans 8 =6(0) et 6 =6(c"): W =0. (11)

Il faut  trouver la  fonction ®(&,n.,6) déterminée  sur  |’ensemble

{E(@)<&<&(b),0<n<10(0)<B<0(c)} et satisfaisant a I’ équation (8), (9), (10) et aux
condtions aux frontieres (11).

La MPIM créée dans le premier chapitre est affectée ala résolution des équations aux
diff érences finies approximant une éjuation dfférentielle linédre aux dérivées partielles de
type dli ptique. L’ équation compléte du pdentiel des vitesses est quasi linédre de type mixte,
C' est pourqua les méthodes créées pour les équations linéares dlli ptiques ne peuvent pas étre
diredement appliquées a la résolution dune éuation du paoentiel. L’'algorithme de la
résolution dune ejuation du pdentiel par la méthode parfaitement implicite modifiée sur la
base du schéma de 7 pants est déait dans le deuxieme paragraphe du deuxiéme capitre d
les résultats de I’ étude des éaulements gatiaux de gaz dans les tuyeres a géométrie diverse
se trouvent ibidem.

Le schéma conservatif du deuxiéme ordre d’ approximation pou |’ éguation (8) peut
étre écrit comme ca

1 = - 1 = -~ 1 0~ ~
—H . —F —t , -G —tHH ,-H =0, (12
AE I+§,j,k |—§,J,k Ar’ I'”E'k |,]—§,k JANG) |,],k+E |,J,k—E

ol F = pru ,é: prV’H~: pPW

O O
les dérivées du pdentiel a I’aide des relations (9). On approxime ces dérivées a I’aide des
différences finies centrales du deuxiéme ordre.

L’équation du pdentiel est de type dliptique dans les domaines de I’émulement
subsonique, de type hyperbalique dans les domaines de I’ écoulement supersonique, de type
parabalique sur la surface sonare. Le schéma aux diff érences finies centrales (12) améne ades
algorithmes instables dans les domaines de I’ éooulement supersonique, parce gu'il transmet
les troudes en amont de @urant. Pour la stabilit é du cacul dans le domaine de I écoulement
supersonique on uilise une @rredion ce densité coomme la compressbhilité atificielle. La
modificaion suivante de la densité

B =P ~vma{0l-M7,}&p , AZ

2 o) o)

sont des courants. On cdcule les valeurs des courants par

ou &, est un operateur de diff érences de la premiere dérivee & arriere dansladiredion &, v

est un coefficient de la compresshilité atificiele ¢ M est un nanbre de Mad, cete
modification appate une ereur du premier ordre dans le schéma’. L’introduction ce la
compresshilité atificielle éuivaut a I’ utilisation des différences finies unilatérales en
diredion contraire a courant a I'approximation dune éuation dans le domaine de
I’ émoulement supersonique. On peut introdure la densité modifiée dans les trois diredions
&,n,0. Quelquefois nous utili sons dans ladiredion & ure aitre expresson pou p:

P . =p , *

it2gk L itsjk
2" 2!

! Hafez M., South J., Murman E., Applicaion des méthodes de mmpresshilité artificielle ala résolution
numérique de I’équation compléte du potentiel dans I’ étendue transsonique de vitesss. //Technique engins et
Cosmonautique. —1979 — vol.17, Ne8. En russe.
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+V maxED, 1-M 2, %AE)2
U
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IR

-M™ 0,0,
El iiz,j,k% ¢ Epii%,j,k

Cette modificaion ce ladensité, qu apparte une ereur du deuxiéme ordre dans le schéma, a
été proposée par Veretentsev VA%

La surface d'une tuyére et déterminée par une é&uation suivante (dans les
coordonrees redangulaires cartésiennes)

(x) (x)
T
Y. (X) .(X)

ou Yy, (X) est une génératrice de tuyére au pan z=0, z,(X) est une génératrice de tuyére au
plan y=0, w(x) est un exposant de la “super-élli pticité” de tuyere. Si y(x) = z(x) et que
w(x) =2, latuyere est axisymétrique.

Pour révéler la quaité de la méthode proposée (C'est-a-dire la vitese de la
convergence & I’exaditude) on a étudie d’abord des écoulements axisymétriques et spatiaux
de gaz dans les tuyeres a géométrie diverse (cdles aun dan de symétrie, cdles elli ptiques et
super-€lli ptiques) et a conféré les résultats obtenus avec ceux puliés. Fournisons quelques
exemples. A titre du premier exemple on a cdculé I’ éaulement mixte de gaz dans la tuyere
axisymétrique? (fig.5): 9, = %;191 = 1—"2 'R, =3125R =10;R, =0,625a = -4,0;b=10. Sur
lafig.6 onfournit la distribution dun nanbre de Mach sur le contour (courbe 1) et sur I’axe
(courbe 2) de la tuyere (grille 65x43x5), les résultats du travaill mentionré sont marqués
comme les croix. Sur lafig.7 onfournit la distribution de valeurs de débit (“pacxox”=“débit”)
aux sedions transversales de la tuyere. La wurbe 1 correspord a la grille 33x22x22

I o o

<e<™F l1a ourbe 2 —42x22x17 < e < LF lacowbe 3 — 50x30x10 <e<LF 1a
0 2[ 0 10T 0 100

courbe 4 — 65x43x5 H)ssle A titre du deuxieme eemple on a dudié la tuyére

40C
axisymétrique® ayant des parametres slivants (fig.5):
J :g;ﬁl = 1—7-;; R, =22 R =0,7,R, =0625a=-30;b=0,9. Les cdculs ont été faits sur

les mémes grill es uniformes que dans le travail mentionng: 20x6x6 (grille 1), 30x9x9 (grille
2), 40x12x12 (grille 3). Pour diminuer la norme de I’erreur (discrepancy) 1000 fois (par
rappat al’itération zéro) sur la grille 1 ona besoin de 62 itérations (a peu pres 140 dans le
travail mentionné), sur la grille 2 ona besoin de 108itérations (a peu pres 200 dans le travail
mentionre), sur la grille 3 on a besoin de 194 itérations (a peu pres 500 dans le travall
mentionré). Les cdculs complémentaires ont été faits aur les grill es plus menues (aux deux
diredions — axiae d radiale): 50x20x5, 65x43x5. Sur la fig.8 on fournit la distribution de
valeurs de débit (“pacxon”=“débit”). La wurbe 1 correspond a la grille 40x12x12

! Veretentsev V.A. Etude numérique des éaulements de gaz dans les tuyéres & géométrie complexe. //Thése de
doctorat (candidat en russ). — M.: Université d’ Etat de Moscou Lomonosov, 1991 En rus<e.

2 Metchenova V.A., Rodiakov Gu.S. Applicaion des méthodes parfaitement implicites a la résolution du
probléme direa de la théorie de tuyére. //Méthodes numériques de la physique mathématique. — M.: Editions de
I’Université d’ Etat de Moscou Lomonossov, 1996 En rus<.

% Koretsky V.V., Lioubimov D.A. Méthode modifiée de fadorisation approximative pour le cdcul des
éoulements gatiaux irrotationnels dans les canaux. //Revue des mathématiques appliquées et de la physique
mathématique. —199Q —vol.30. Ne10. En russe.
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Ebs €< EE, la wurbe 2 — 50x20x5 Ebs €< EE, la wurbe 3 — 65x43x5 Ebs €< EE Plus
O 20 O 40C O 40C
onadu nanbre de noauds de grill e, moins on ade I’ étendue des valeurs de débit aux sedions.
Ces cdculs montrent les avantages principaux de la nouwelle méthode: une haute vitess de la
convergence € une exaditude aceptable.

Apres I’ é&ude des problémes axisymétriques on a cdculé |’ émulement de gaz dans la
tuyére aun plan de symétrie'. Au demi-plan y >0 du plan de symétrie z=0 la génératrice
de la tuyere Yy, (X) a des parametres slivants (fig.5):
J, :%;191 :1—712; R, =30 R =10;R, =1,0;a=-50;b=0,4, et au demi-plan y<O0 les
paramétres de la genératrice y_(x) sont les mémes, sauf I'un: J, = % . Au pan xz la

génératrice z,(X)=y_(x). L’éguation e la surface de la tuyére est suivante

HY g + H z é =1. La partie divergente de cette tuyere est axisymétrique d’un pant
.08 H2.(9

de vue géométrique, mais poutant I’écoulement dans ce domaine aun caradére spatial. La
nontuniformité du courant se répand sur la partie cylindrique de la tuyére aiss. Les
graphiques de la force latérale (fig.9) et du moment (fig.10) montrent une bonre @incidence
qualitative avec les résultats du travail mentionne qui sont obtenus a I’ aide de la méthode de
stabilisation e marqués comme les croix (“OokoBas cuma”=“force latérale”,

I9__¢¢

“MOMEHT ’="“moment”).
Un exemple ill ustrant suivant fournit une idée de la structure de I’ écoulement dans la

tuyere asortie redangulaire. Au plan y =0 la génératrice z, (x) a des parametres (fig.5):
d, = %;191 =£2; R, =20R =20,R, =2,0,a=-40b=20. Au pan z=0 la génératrice
y,(X) 20,5z, (x). Lafonction ce la “super-éllipticité” w(x)=2 s x<0 et w(x) =2x*+2
s x>0. Sur lafig.11 on fournit des lignes de niveau de presson a la sortie de cette tuyere.
La condensation ce ceslignes alieu aux environs de € = arctg 2, et on peut s attendre qu'ala
croissance de x les paramétres agodynamiques ou leurs dérivées ient discontinus sur la
surface € = arctg 2.

Outre cdaon a éudié deux groupes de nouwell es tuyéres étant utili sées pratiquement.
Pour elles au plan y=0 Ila généatrice z,(x) a des paametres (fig.5):

1902%;R0=3,125R1=L0;R2=O,625;a=—3,85 S asx<0, e § x>0 la générarice

Z, (X) est déterminéepar les valeurs{xA,zA}f:1 gu résultent de larésolution dun probleme
de profilage. A I'aide de ces valeurs on construit un spline interpoant cubique pou la
fonction z,(x). Au pan z=0 lagénératrice y, (X) = z, (x) . On a dudié quatre tuyeres qui se
distinguaient les unes des autres par les valeurs {x,,z,},_, ou par la fonction w(x): les

tuyeres des groupes diff érents % distinguaient les unes des autres par les valeurs { X, zA};‘:l,
les tuyéres d'un goupe se distinguaient I'une de I’autre par la fonction w(x) — pou la
premiére tuyére de dagque groupe (les tuyeres 1.1 et 2.1) la fonction w(x) était suivante:
w(X)=2 s x<0 et w(x)=2x*+2 s x>0, les tuyéres 1.2 et 2.2 étaient axisymétriques
(w(x) =2). Il est intéressant de nférer les distributions de la force de traction dans le

! Dvoretsky V.M. A |’ etude des émulements gatiaux mixtes dans les tuyéres & entrée aymétrique. //Bulletin de
I’ Académie des Sciences de I’ URSS Méaanique des Fluides. — 1975. — Ne2. En russe.
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domaine supersonique pour une tuyere aisymétrique @ pou une tuyere a sortie presque
carée Fig.12illustre la dépendance de la tradion de |’aire de la sedion transversale d' une
tuyere (la ourbe 1 corresponda la tuyere 1.1, la courbe 2 — la tuyére 1.2, la courbe 3 — la
tradion cdculée de la théorie 1D, “tsra”=“traction”). Comme il a é&é dit plus haut, les
contours supersoniques des tuyéeres axisymétriques 1.2 et 2.2 sont construits de la résolution
d un probleme de profilage d ¢’ est pourqua ces tuyeres nt bonres en sens certain. L’ éude
faite montre que |’ on peut construire les tuyeres a section rectangulaire (qui forment en liase
une issue d une fagon éconamique, sans vides) proches des tuyeres axisymeétriques du pant
de vue des caradéristiques de traction.

Il est rationnel d appliquer I’agorithme propcsé aux émulements contenant de petits
domaines supersoniques. Une areur apportée par I’ utili sation de la densité modifiée peut
s accroitre en cas de |’ étude des éaulements a de grands nombres de Mach (en ce ¢& un
suppément aladensité aun grand pads) par la méthode parfaitement implicite modifiée En
posant v dans le domaine supersonique wmme une fonction déaoissante de nombre de
Mach (mais non s comme une cnstante), il se peut de réusdr a diminuer une influence
indésirable de la compresshilité atificielle. Cependant cette question e s'est pas examinee
en détall alathese. Le travail suivant a éé d’ essayer de rassembler laMPIM et laMFA (ala
derniere on uilise a titre d'un mécanisme disgpatif les différences finies unilatérales en
diredion contraire acourant dans le domaine supersonique).

Dans le troisieme paragraphe du deuxiéme dapitre se trouvent: les résultats de I’ étude
des émuements atiaux de gaz dans les tuyéres par la MFA®, un noue agorithme
représentant une combinaison ce la MPIM et de la MFA, les résultats des cdculs des
éoulements Patiaux de gaz dans les tuyéres par laméthode combinée.

Avant d étudier les tuyéres a geométrie mmplexe par la MFA, il a éé nécessaire de
cdculer I’écoulement de gaz dans une quelconaue tuyere simple @ bien éudiée pour établir
les caractéristiques principales de la méthode. A titre d’exemple on a dois |a tuyére modéle
axisymétrique®. 11 s est trouvé que la MFA est plus efficace que laMPIM du pant de vue de
la dépense de temps machine pou une itération (1,5 — 1,6 fois). Cependant la MFA cede
esentiellement ala MPIM éudiée alathese en vitesse de la wnvergence. C'est du pant de
vue de la dépense de temps machine global de cdcul que la MPIM gagne. Les résultats
obtenus ont permis de formuler les avantages principaux des méthodes rédisées. D’ un coté, la
vitese de la onvergence de la MPIM est bien plus haute que cdle de la MFA. D’un autre
coté, I'introduction ce la mmpresshilit € atificielle dans le schéma aux cdculs par laméthode
parfaitement implicite modifiée exerce une influence certaine sur les parametres du courant, et
une ereur apportée par I’ utili sation ce la densité modifiéepeut s accroitre. C'est pourqua la
MFA est préférable ala MPIM al’ éude des émoulements a de grands nombres de Mad ala
sortie.

Un exemple suivant illustre la posshilit € de I’ applicaion de laMFA pou le cdcul de
tuyeres a une grande partie supersonique. On a étudié I’ écoulement supersonique dans une

hY

tuyere a sedion carée L’équation e la surface de cdte tuyere et suivante
()

(x)
ELEM +EL§ -1, ol les génératrices
Y. (X) z. (%)

H5-05sinE+™Ho< x<10
Y.(x)=z,(x) =0 02 100

H,10< x < 20

, & w(x) =20. Onaposé ai col lenombre

! lvanov M.Ya., Koretsky V.V. Calcul des écoulements dans les tuyéres 2D et 3D par la méthode de factorisation
approximative. //Revue des mathématiques appli quées et de la physique mathématique. — 1985, — vol.25, Ne9. En
ruse.

2 Metchenova V.A., Rodiakov Gu.S. Applicaion des méthodes parfaitement implicites a la résolution du
probléme direa de la théorie de tuyére. //Méhodes numériques de la physique mathématique. — M.: Editions de
I’Université d’ Etat de Moscou Lomonossov, 1996 En ruse.
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de Mach égal al’unité. Sur lafig.13 a fournit des lignes de niveau de pressonau pan y =0

(au pan z=0 le desgn est analogue). Les cdculs par la MFA ont été faits auss pou les
nouwelles tuyéres a sortie carée déant utilisées pratiquement. On a onféré les résultats
obtenus par laMPIM avec caux obtenus par laMFA.

La coombinaison e ces deux méthodes (¢’ est-a-dire I’ applicaion delaMPIM au cdcul

de I’émoulement sub-, trans- et modérément supersonique, ensuite I’applicaion de la MFA)
est I'un des procédés a la résolution des problémes 3D de I’aéodynamique intérieure dans
I’ étendue large de vitesses. A ce procédé de I’ éude des écoulements mixtes on cdcule les
parameétres aérodynamiques des domaines sub-, trans- et modérément supersoniques d’'une
tuyere al’aide de la MPIM, rapide @ exade. On cdcule les parametres du damaine
supersonique d’'unetuyére al’aide delaMFA.

1.

Les résultats principaux de lathése sont formulés dans la cnclusion. Ce sont:

Une méthock itérative dficace du nanbre de cdles parfaitement implicites est créée
sur la base de I’ approximation symeétrique de 19 points d’ un probléme aux limites pour
une é@uation dfférentielle linédre aux dérivées partielles de type dliptique atrois
variables indépendantes.

A I’aide de cette nouwelle méthode un algorithme du cdcul des écoulements atiaux
de gaz dans les tuyéres est créé d rédisé comme un pogramme sur la base de
I’ équation compléte du pdentiel, laquelle et quasi linédre de type mixte. La vitesse
dela onwergence de ce algorithme est plus haute que cél e des autres méthodes.

Pour la résolution nunéique des problémes 3D de |I’aéodynamique intérieure dans
I’ étendue large de vitesses on a réalisé un algorithme combiné sur la base de deux
méthodes perspectives de I'éude des écoulements Patiaux de gaz: la méthode
parfaitement implicite modifiée dudiée a la these @ la mé&hode de fadorisation
approximative d§ja cnnue.

La posghilité de la construction des tuyéeres a sortie redangulaire proches de tuyeres
axisymétriques du pant de vue des caradéristiques de tradion, cette posshilit é est
mise en évidence al’ aide des algorithmes réali sés.
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